DUE LEZIONI SUI FONDAMEINTI DELLA MATEMATICA.
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$1 - I1 problema dei fondamenti delle matematica pud essere
compresc in modo -reldtivamente facile e chiaro quande venga im-
postato con una visione storica della evoluzione del pensieroc
scientifico.

Infatti si potrebbe osservare che la storia del pensiero ci
mogtra dei periodi di scoperta e del periodi di riflessione,
sistemazione e critica; e con questo termine "critica"™ non in-
tendiamo sewpre un giudizio negative, come spesso si intende,
mz semplicemente una riflessione sulle teorie, che conduce ad
indagare sui loro punti di partenza e sulla validitd delle de-
duzioni,

Se adottiamo questo metodo nei riguardi della matematica, po-
tremo osservare che questa scienza ha vissuto una grande crisi
nel secolo XIX (approssimativamente), questo secolo infatti 2
atato un perjode di grandi scoperte e di fondazioni di grandi
teorie, mwa anche di rifleasione e di giudigio sui principi e
sui fondamenti delle teorie stesse.

Tra le grandi teorie nate nel secole scorsc ricordiame: la
gecmetria proiettiva, la geometria differencziale, la tecria
delle funzioni di variabile compleasa, i germi dell'algebra mo-
derna con la teoria dei gruppi, la topologia, la meccanica dei
continui e la meccanica analitica ecc. Insieme con queste gran-
di teorie, che formanc una saldissima struttura portante della
matematica tradizionale ed anche dji quella moderna, il secclo
scorao ha visto anche una profonda revieione dei fondamenti del
lz matematica. Questa analisi critica ha avéto ls sua occcasione
nella invengzlone delle gecmetrie non euclidee, ad d stata este-
8a poi anche alle altre branche della matematica, fino a coin-
volgere anche la logica, ciod gli atrumenti rondamentali che lo
uomo utilizza per raglionare s per dedurre. '

Posgiamo quindi iniziare ad esaminare la crisi della geometria,
per estiendere poi il noatro studio alla crisi del fondamenti del
la matematica intera. B



Potremmo descrivere l'evoluzione (critica) della geometria du-
rante 11 secolo XIX dicendo brevemente che ancora all'epoca del-
la rivoluzione francese la geometria era considerata come una
dottrina qualificata dai suol oggetti, dai suoci contenuti; una
dottrina che diceva delle cose vere di qualche cosa che sta al
di fuori di noi. Non si sapeva bene che cosa fosse questo "qual-
che cosa"; ed osserviamo di passaggio che Euclide, nei suoi Ele-
mentl, non ha mai parlato di "spazio". Tuttavia 1l'ovggetto della
geometria veniva definito con le parole "spazio gecmetrico" oppu
re, "estensione” oppure in altro modo, a seconda delle preferen-
ze e della concezioni filesofiche dell'autore.

Ma ase esistesse un oggetto, ben determinato, della geometria,
questo oggetto dovrebbe essere il fondamento della coerenza della
dottina stessa, ed in particolare non poirebbe ammettere delle dog
trine tra loro contradditerie. Pertanto la gituazione che sussiste
va all'inizio del secolc fu radicalmente fatta crollare dalla inven
zione della geometria non euclidea; e soprattutto dalla costatazio
ne che l# geometrie non euclidee non presentano contraddizioni in-
terne e quindi sono perfettamente coerenti, ed hanno uno "status"
di legittimitd logica analoge a quello della geometria tradiziona-
le auclidea.

Questo fatto costrinse i matematici a cambimre radicalmente il
modo d1 concepire la geometria ed il suo significato; e Eoprattut-
to diede inigjo alla analjsi dei fondamenti della geomeiria e, co-
me conseguenza, anche della intera matematica. Ebbe cosl origine
la ricerca sui fondamenti della matematica, che condusse alla moder
na “teoria dei fondamenti® & alla impostasione delle intera dottri-
na con la metodologia della cosiddetta "asaiomatica".

Quests ccnsisie nel ricercare uno "status" ildeale di sistemazione
di una teoria e della sua easposiziona didattica,in cui vengono ri-
gorogamente enunciatli tutti i termimi che deasjgnanc dei concetti
fondamentali (e come tali non definiti esplicitanente par genus et
differentian® come prescriveva la logica classica); ¢ vengono epnun-
ciate esplicitamente le proposiziont che vengono date .senza dimostra
tgione, garantendo la loroe compatibiliti.



Questa slatemazione ai ritrova anche nell'opera che per pri--
ma rappresentd la scienza nella storia dell'uomo: gli Elementi
di Euclide; anche gui infatti noi incontriamo delle proposizig
ni che sono date senza dimostrazione; questa vengono indicate
con "Nozioni comuni® e poi anche come "Postulati”. Ma la concg
zione che si aveva di quesate proposizioni era nel pensierc che
esge foggero giugtificate dalla lorc pretesa "evidénza"; cioe
dal fatto che esse dicessero qualche cosa di vero su qualche
cosa che aveva una certa esistenza effettiva; ¢ la loro validi
t4 era oonsjderata garantita dalla loro evidenza nel senso che
2i pensava che bastasse considerare i termini delle propoaizip
ni, =« far ricorsc alle esperienze elementari della ncstra vita,
per accettare la veritid delle prqxsizioni gtease; veriti intesa
come aderenza degli enunciati ad una realtd avente una certa sua
concretezza.

$ 2 - La invenzione dalla geometria non euclidea ha cambiato
radicalmente questo modo di concepire la geometria; oggl questa
dottrina viene considerata sottc due aspetti diversi: il primo

& quello della geometria che si potrebbe chiamare spsrimentale.
Si tratta della dottrina che razicnalizza le nostre esperienze
sull'ambiente fisico che ci circonda, le nostre csservazioni dei
fenomeni di trasporto di energia (raggi di luce), le nostre ma-
nipolazioni dei corpi, rigidi e non rigidi. F. Enriques chiamd
questo aspetto della geometria " il primo capitclo della fisica";
ed infatti della acienza fisico-matematica ha tutti gli aspetti
qualificanti: la schematizzazione, data dalla jumaginagione, la
agtrazione che fa conaiderare solianto alcuni aspetti della real
td di fronte ad altri, la concettualizzazione, che oonduce alla
fornulazione precisa del concetto e spesso alla loro simbollisza-
zione con i simbolil della matematica, la deduszione rigorcea.



I1 secondé agpettc della geometria e quello di un sistema
ipotetico-deauttivo (la espressione & di M, Pleri) che defi-
nisce 1 propri concetti in forma Iimplicita mediante postula-
ti, & che dgpuce le conseguenze &1 questo, giungendo a delle
proposizioni che sonco valide non in forza di una aderenza al-
la realtd concreta che ci circonda, ma soltanto in forza del-
la correttezza del procedimento di deduzione.

Sono di questi tipo anche gli sviluppi che vengonc qualifi-
cati con il nome di geometria ma che scstanzialmente traggono
la lorec validitd dagli strumenti dell'algebra: per esempio la
geometria iperapaziale,la geometria algebrica ed altri numerg
8i. In queato ambito si potrebbe dire che la geometria fcorni-
sce soltanto il linguaggic e certe asuggestioni della immagina
zione, ma non gli strumenti di conoscenza e di deduzione.

Tuttavia non si pud dire che non sussistano legami tra 1'u-
no & l'altro aspetto della geometria; infatti & ben vero che i
postulatl da cui parte la geometria nel senso astratto e ipo-
tetico-deduttivo sono del tutto arbitrari, e soltanto soggetti
ad essere non contradditori tra leoro; ma abitualmente tali po-
stulati sono suggeriti da eaperienze sul monde esternc, da lo-
ro generalizzazioni, ottenute con la logica e suggerite dalla
fantasia creatrice del ricercatore, .

Dlaltra parte, nel casc della geometria nel primo sensc, co-
me primo capitolo della fisica, la differenza tra la concezio-
ne moderna e quella classica & data dal fatte che in questrul-
tima i postulati eran¢ conslderatl come proposizioni che enun-
clano delle vearité incontestabili ed evidenti; mentre in una
concezione pil moderna i puntl 4i partenza della costruzione
geomatirica aono considerati scltanto come suggeriti e non im-
posti perentoriamente dalla csservarzione della realti esterio-
re.

Avviene cosi della geomatria cid che H. Poincard diceva di
cgni teoria fisico matematica: che ciod non abbia senso pemsa
re una teoria vera o falsa, ma che 41 una teoria sl posaa
solo dire che & pih ¢ meno adeguata a deacrivere la realtd,en
tro determinatl limiti di approsaimazione, e per certi scopi,
pratici o teorici.



Per chiarire il nostro pensierc pensiamo che valga la simili-
tudine che il problema della rappresentazione di una regione del
la Terra: sappiamo bene che con un foglio piano non si pud rive-
gtire la gfera ma tuttavia utilizziamo la carta topograrfica per
rappresentare delle regioni abbastanza ristrette della superfi-
cie terrestre, ben consci di commettere degli errori in assolu-
to, ma conaci anche del fatto che gli errori che si commettono
possone eagere poco importanti per gli scopi teorici e pratiei,
che si vogliono di volta in volta conseguire.

.

$ 3 - La nuova visione della geometria che & scaturita dalla in-
venzicne delle geometrie non-euclidee che cambiato anche la vi-
sione che si aveva degli altri capitoli della matematica, come
vedrewc., Ma prima diaffrontare questi capitoli verremmo ancora
ricordare che la revisione dei fondamenti della geometria che &
stata fatta con le geometrie non-euclidee non & la sola che sia
avvenuta. Per couwprendere il significato globale della crisi vig
suta dalla geometria nel secolo XIX & forse utile riflettere sul
posto che la fantasia prende nella costruzione degli oggettl su
cui s3i esercita la riflessione della gecmatria.

Una prima ocsservazione che si pud fare porta a concludere che
gid 1la questione secolare delld geometria non euclidea e del po-
stulato euclideo della parallela ha la sua radice nella interpre
tazione poco rigorosa del ruolo della fantasias nella costruzicne
della geometria. :

In-fattl {1l postulato euclideo, nella sua formulazione origina-
ria &d anche nei tentativi di dimostrazione che spesso si sono
succeduti nel secoli, ha sostanzialmente il ruoclo di una afferma-
sione dl esistenza di un punto di intersezione 41 due rette, quan
4o 8l sia controllato ¢id che avviens in una regions dello spazio
che & sotto i1 nostro controllo, Nella formulaszione euclidea tale
postulato, eonm terminl moderni potrebba essere enunciato dicendo
cha: ne due rette a ¢ ad intersecate da una trsaversale t, forma-
n¢ da una parte di questa dus angoll interni ohe hanno una somma
diversa da due retti, le rette si incontrano e precisamente da
quella parte, rispetto alla trasversale, de cul la somma & minore
4i due retti.



Ora & facile osservare che il controllo del fatto che la scmma
degli angol!l intermi & diversa da due retti & una osservazione
che pud essere fatta, perché & nel campo dello sperimentatore; ma
la affermazione del postulate preciss che il punto di intersezio-
ne ssiste, senza dire dove: potrebbe essere lontanissimol!

E' proprio in questo pensiamo che vi sia l'intervento della fan
tagla a proposite dell'enunciato, perché questc enuncia una estra
polazione fantastica di ¢id che pud easere verificato direttamente
ed & alla portata dell'oasservatore, a distangza invece che, in 11-
nea di principio, non possonc essere acceasibili.

Penesiamo che bastino queste poche o¢sservazioni per confermare
che la gecmetria ci si presenta si come una dottrina che raziona-
lirgza le noatre esperienze sui corpi & sull'ambiente che ¢i cir-
conda, ma che trae la origine degli enti che studia anche da una
elaborazione fantastica di quest'esperienze, come vedremo meglio
in seguito, parlando a propostito delle questioni riguardanti
quell'ente che viene chiamato abitualmente "continuo geometrico".

dnaloghe osservazioni potrebbero essere formulate a proposito
delle proposjzioni che furono spesso @nunclate per soatituire la
proposizioni euclidea sulla parallela; per esempic la proposizio-
ne di J. Wallis il quall propose d4i, postulare che, data una figu-
ra, ealaste certo un'altra figura che ¢ simile allae prima ed & co-
wunque grande, trae pure la sua origine psicologica dalla fmmagi-
nagione, che # portata & rappresentarsi una figura comungue gran-
de, anche senza che la esperienza abbia confortato questa immagi-
ne.

Si noti che in gquesto momento non stiamo cercando di bandire o-
gni intervento della immaginazione nella gecmetria, ed in genera-
le nella costruzione di una teoria aclentifica, ¢ in particolare
41 upa teoria matematica. Il noatro scopo & soltanto quello di di
stinguere il ruolo della immaginaziones d& quellc della copcettua-
lizgazione e della deduzione rigorosa, anche se la immaginaziocne
¢ - a nostiro parers- necessaria per la ideazione di una teoria e
per la soluzione di problemi.



Pertanto le apparenti contraddizioni e le situazioni paradossa-
1i, che ai sono presentate nel momento della costruzione dells va
Tie geometrie non-euclides, possoﬁo egsere superate tenendo conto
del fatto che ciascuna di esse non ¥ fondata solamente sulla osser
vazlone 4i fatti fisici, ma che ei fonda su queste caservazioni e su
esatrapolazioni eseguite dalla fantasia; la quale comple il suo com
plto legittimo di completamento della esperienza, ma non pud pre-
tendere alla certezza assoluta. Quirndi, dal punto di vista della
interpretazione fisica e della geometria intesa come primo capito-
lo della fisica, non vi & contraddizione n2 paradosso nella possi-
bilitd di deserivere la stessa realtd materiale e fisica con teo-
rie tra loro contradditorije.

E' opportunc inoltre ricordare che la realtd materiale e fisica
& sempre rappreaentata e "codificata".con la mediazione di opera-
zioni di misura o altre, le quali ammettono ovviamente in ogni ca
so dei margini di errore, senza che l'eaperimento possa discrimi-
nare tra una oppure un'altra interpretazione delle misure, che non
hanno wai ¢ non posaonc avere una precisione assoluta.

Per quanto riguarda pol le varie gecmetrie concepite come aiate-
wi ipotetico-deduttivi, allora la coerenza & obbligatoria scltanto
per quanto riguarda gli enunciati, senza che sl possa pretendere
uria aderenza assoluta con la realtd fisics wateriale,

L'iaportanza delle considerazioni sulla fantasia che abbiamo svol
to a8l renderd ancora pil evidente dalla analisi che faremo asubito
aui problemi del continuc geometrico e dell'infinito, che hanno pro
vocato riflessioni e discussioni secolari.

$ 4 - Il problema del significato e della natura del continuo geo-
matrico & uno dei problemi logici pill antichi ed ha fatto meditare
e ricercare matematici e filosofi durante 1 secoli. Inverc si tro-
vano tracce di questo problema presso la fillosofia eleatica: pare
infatti che 1 famosi paradossl del moto, s di Achille si possanoc ip
terpretare come originati dalla discuasione sulla natura del comti-
nuo geometrico] e del resto il teor.ema di Pitagora porta come con
aeguenza la eglstenza di coppie 41 grandezze incommmaurabili tra lo
ro, come il lato e la diagonale 41 un medesimo quadrato; e guesta



incommenaurabilitd porta come conseguenza la non esistenza di una
particella elementare di quell'ente miasatericso che potrebbe es-
sere indicato coge lo "gpazio geometrico”.

01 pare anche abbastanza sostenibile la opinione secondo la
quale la immagine’ del continuc geometrico ¥ alla base della orji
gine del caleolo infinitesimale: wappiamo anche che tra i gran-
di fondatori di guesta branca oggi fondamentale della matemati-
ca infuriarono le dispute sulla natura del continuo. La opera-
zione 41 caleolo del "rapporto tra grandezze evanescenti" [os-
sia che tendonc allo zerc) costituisce uno dei momenti fondamen
tali del calcolo della derivata di una funzione data, nel pen-
siero di I, Newton; presso Leibnite invece tale rapporic era con
capito come Be fosse il rapporto tra due "indivisibili", che
avrebbero realizzato quel concetto di “"elemento di spazio" che
il teorema di Pitagera aveva dimostrato inesistente.

Analoghe considerazioni, ed oscillazioni di opinieni, e dispu
te, 81 rinnovarono a proposito del concetto di "indivisibile"
che B. Cavalieri pose alla base del naacente calcolo dell'inte-
grale di una funzione e che furomo utilizzati anche da B. Pascal,
con pracauzioni esplicitamente emunciate, che ne facevano soltan
to uno atrumento euristico; posizione psicologica e concettuale
analoga a quella che poi si scoprl essere stata adottata anche da
Archimede, nelle sue opere geniali pilene di inventiva e di rigo-
re.

Parallelamente al concetto intuitivo di continuc geometrico, la
analisi matematica adottd anche lungamente il concetto intuitivo di
funzione continua.

Sull'immaginazione delle proprietd fondamentali di quesate fun-
gioni sono fondate le bazi delltanalisi watematica claseica; ed
& questo proposito ricordiamo che la prima costruzione che Euclj
de espone nel I libro degli elementl richiede la esistenza della
intersexione di due circonferenze una delle quali ha un punto
interno ed uno estermo all'faltra. Esistenza che non fa parte dei
postulatli enunciati e che guindi dovrebbe essere in qualche modo
acoertata, ¢ con una dimostrazione ¢ con un peatulato.



Analoghe considerazioni potrebberc essare avolte a proposito
delle dimostrazioni classiche, che presumevano di dare coma "in
tuitiva" la eslstenza di un valore nulle per una funzionme conti
nua che prendesse valori 4§ segno diverso negli estremi di un
intervallo,

Gli aspetti escuri di queste guestionl furono chiariti soltan
to dopo che fu costruito in medo rigoroso il campo dei numeri
reazli e fu enunciate in modo esplicito un postulatoe che codifi-
casse la continuitd della retta; proprietd che fu poi eatesa
con rigorosi ragionamenti anche alle altre figure 4i cui si oc-
cupa la geometria elementare.

Prima di questa costruzione rigorosa, la proprietd di conti-
nuitid della retta (ed anche della materia presso qualche autore)
erano enuncilate semplicemente con la esigenza che una grandezza
che passa da un valore ad un altro prende tutti i valori inter-
medi. Ma questo enunciato (ed altri analoghi) non riaolveno il
problema della esjstenza delle grandezze prese in consideratio-
ne. Per poter capire bene il aignificato di questa critica si
conaideri il ragionamento che & stato fatto talvolta e che riguar
da la esistenza del lato dal quadrato la cui area fosse uguale a
due volte 1l'area del quadrato di lato 1; qualcuno ha talvolta ar-
gomentato che, facendo crescere il lato del quadrato da 1 a 2 la
sua area passa da 1 a 4. Quindi ~ si argomenta - esisterd un va-
lore del lato che fa asspumere all'area il valore intermedic 2.
Questz: argomentazicne ignora il fatto che proprioc la esimtenza
di tale valore & in questione, come 8i verifica direttamente im-
miginando che i lati deil quadrati possano assumere socltanto valp
ri{ commensurabill con quallo acelto come unitd di misura. Inverc
l'oggetto del postulato di continuitd & proprio la esistensa di
un punto aulla retta che realizza il lato del quadrato che si cer
ca; ¢ la coatruzione del campo reale conduce alla determinazione
41 un simbolo che ¢orrisponde a tale segmento.

S5i potrebbe quindi dire che le difficoltd logiche e psicologi-
che, riguardano la costruzione del campo reale, e quelle che ri-
guardano 11 chiarimento del comcetto di eontinuo geometrico sono
strettamante collegate.



10

§ 5 - Pare a noi che il fondamento paicologico e logico del-
le difficoltibasilari del concetto di numero reale consista
nel fatto che pecessariamente, per la costrutione di un nume-
ro reale, 8i cade nella utilizzarione di un insieme di infinj
ti numeri ragionali. Pertanto le difficoltd del concetto di nu
merc raale ei xntreccianc con le difficoltd riguardanti gli
insieami di infiniti elementi, e quindi con ! problemi logici
relativi.

Come & noto, fino dall'inizio del contatio con la matematica,
11 diacente ai trova di fronte ad un jinsieme infinito: quella dei
pnumeri interi naturali; ma questo insleme gli si presenta solo
come potenzialmente infinito, nel senso che gli prende subito cg
scienza del fatto che non esiste il massimo interc naturale, e
che egli, dato che sia un numeroc, pnd sempre immaginare di co-
struirne un altre maggiore, agglungende una unita.

Abbiamo scttolineato 11 verbo "immaginare™, perche ci pare che
la distinzione tra ragionamento ed immaginarione sia, anche in
questo campo, moltoe importante. Per capirle, ei pensi alla dimo-
stragione classica che Euclide da della eaistenza di infiniti nu
meri primi. Ovviamente in questo caso la jmmaginazione non ha mol
ta importanza, perché appare difficile immaginare la operazione
¢che ¢i conduce da un primo al auccessivo. Quindi questa dimostra-
zione & fondata essenzialmente sul ragicnamento, mentre la costry
zione del successivo di un intero & apessc lasciata alla inmmagina
zione, come Bl & detto.

Questa immaginata ripetizione di una determinata operazione e
probabilmente anche al fonde delle trattarzioni che riguardanc gli
algoritaui infinitl dell'analisi matematica: succesaioni, serie,
prodottl infiniti, frazioni continuwe infinite ecc. Analogamente
pensiamo che giano da attribuirsj alla immaginazione i punti 6-
scurj delle trattazioni classichs; per saempio i paradosmei ri-
guardantl le serie, paradossi che vengono ovviamente superati
quando ai passl ad una definizione rigorosa, senta accontentar-
si della frase "sooma di infinitl termini". Cose analoghe si po
trebbero ancora dire a proposito del concetto di integrale, che
vonne spesac descritto pure come “scmma 41 infiniti termini in-
finteaimi®", ma che divenne rigoroso quando fu definito con pre-
¢isione, indipendentemente dalla immaginazione. Infine, coze a-
-nalgohe gi potrebbero dire del concetto dif "curva" che ha un
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fondamento nella noatra esperienza, viene elaborata dalla noatra
immaginazione, ma che fu definita rigorosamente soltantc dopo
gli esempl critici portati da V. Eoch, Peano, Hilbart ecc.

Fosajiame dire anche che molte delle discussioni sul paradoasi
logici e molte dalle polemiche sulltintuizionismo {pro e contre)
e sul cosiddetto poatulato di Zermelo, e sulle teorie zermelia-
ne ¢ non zermeliane degli insjiemi, possonc epsere attribuite al-
la confusione tra la tentazione di dare come egistenti delle co-
se che sono asoltanto immaginate in gualche modo, oppure di preten
dere che gli insiemi di cui si parla siano rigorcsamente definiti
con strumenti della logica; ed - aggiungiamo noi - con un numero
finito di simbol) lingulatici, senza affidarai a frasi come ",..
e cosi via®™ o analoghe, che fanno appello alla immaginagione ma
non alla logilea.

Un caso tipice di questa analisi leogica fu incontrato, come aji
¢ detto, con la analisi rigorosa del primo concetto matematico
che il giovane inecntra: quelle di numero intero naturalas.

Infatti, a ben guardare, le proprietd fondamentali dei numeri
e delle loro operazienl non aono mai dimostrate rigorosamente nei
coral elementari di aritmetica: si dannc delle regole e degli ex
nunciati, si verificano in un certo numero di casi, e poi si la-
scla alla immaginazione la estensione ad un numero qualunquea.

E' possibile dire che la legge di induzione & uno dei fondamen
ti della matematica; ma l'analisi della natura e del fondamento
a4 tale legge non & semplice; essa ha formato oggetto di discus-
gionl che sl scno svolte all'iniziec di questo secolo ed alle qua
11 banno partecipato sclenziati di altissima fama, come per ea.
H. Poincare.

Inoltre il concetto étesso di numerc intero naturale & diffi-
ciligsimo da definirs in termini espliciti, perché -riteniamo-
le operazioni concrete che vi conducono, ed i concetti che al
traggono da queste operazioni sono talmente semplici ed elemen-
tarl che saresbbe difficile immaginarne altri & livello di magglo
re semplicita.

Questl problemi logici sonc atati in qualobe misura appianati
(se non completamente risolti) quando ai & acquisita la convin-
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zione del fatto che non & possibile definire esplicitamente tutti
i concetti di'cui tratta una teoria; e che - di conseguenza - &
necessario ricorrere alle definizioni estensive ("per additamen-
tum® dicevano i logici medicevali} per gli oggetti materiali, o
alle definisioni per postulati nel camoc di concetti generall.

Osservazion! che si trovano per es. in B. Pascal (De 1'ésprit
géométrique et de l'art de persuader) ma che occorre richiamare
esplicitamente perché la tentazione di dare delle definizoni che
sono prive d{ senso o #i riduconc a circoli viziosi & sempre wol
to forte, soprattutto nei compilatori di testi di scucla.

Nel caso del numerc naturale il problema fu ris¢lto da ¢. Peano
con | suol celebri postulati, con i quali egli caratterizsza tre
concetti: un insieme infinito (gquello dei numeri) un elemento 4i
queato insieme (lo zero) ed una operazione logica au elemnti di
questo insieme (la operazione "successivo di...").

La legge di induzione viene enunciata da Peano nei suoi postu-
lati e quindi diventa gostitultiva del concetto di numeroc natura
le. E' ¢cosl superato i1l problema logico della sua giustificazio-
ne ¢ dimostrazione, anche se rimane sempre il problema della ana
1isi della sua radice psicologica.

Pertanto Peano riesce, con un numerc finito di simboli, a dare
una legge che domina le ripetizioni indefinite di certe operazig
ni logiche ; qQuindi si potrebbe dire che Peano formula in mode
rigorosc, nel campo dell'aritmetica quello che prima di lui era
lasciato alla immaginazione della preteaa "ripetizione indefini-
ta" di certe operazioni materialil o logiche.

Nello stesso spirito Peano criticd ancha certe dimostrazioni
della analisl matematica che eranoc fondate sulla ipmaginata pos-
8ibilitd 41 eseguire infinite scelte arbitraris in insiemi infi-
niti. 51 potrebbe quindi dire che l'opera a sopratiutto lo spiri
to di Psanco introdussero il rigore nella aritmetica e fecerc, in
questo campo, cid che era atato fatto nel campo de¢lla geometria
con la dimostragione della compatibiliti logica delle geometrie
non suclidee & quindi con l'accertamento della fmpeasibilitid di
concepire la geometria secondo lo schema classicc abituale.
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$ 6 - Ricordiamo infine che Peano fu atrenuo assertore della _
neceasitd di trovare un simbolismo rigoroso per la logica, per
evitare le ingidie del linguaggio comune, insidie in cui si ca
de spessc quando si utilizzano gli atrumenti eapressivi che ao
no forniti dal linguaggio comune.

In cid egli portd molto avanti 11 cammino lungo una strada
che gid era stata imboccata la Leibnits & che venne percorsa
nel secolo XIX da Boole e da altri.

Invero il linguaggio comune ha vari compiti, oltre a quelle
di comunicare dei concetti: infattl di esso ncl ¢i serviamo per
trasmettere per esempic dei comandi o degli atati d'animo e
delle emozioni. Inoltre il significato di un termine del lin-
guagglo comune & abitualmente precisato soltanto dal contesto
in cui il termine & inserjito.

Invece la introduzione di simboli artificiali per indicare i
concetti permette di raggiungere una designazione univoca di
questi, e di ridurre la operazione di deduzione ad una trasfor
mazione di formule, analoga ad un caleclo. Si potrebbe dungue
dire che Peano ha fatto, nel campo della logica, ¢id che era
atato fatto con la introduzione delle cifre arabo~indiane nel
campo dell'aritmetica e dei simboli algebrici nel campo della
algebra.

Occorre tuttavia osservare che, analogamente a quanto avvie-
ne per l'aritmetica e per l'algebra, questi linguaggi non sono
completamente indipendenti da un‘conteato, che % neceasariamen
te dato dal linguaggioc comune; infattli i simboli numerici ed
algebrici debbono essere mplegati, nel loro aignificato, con 11
linguaggio comune . Ma il loro significato rimane precisato una
volta per tutte, e non varia da frase a frase, come avviene in-
vece con i1 discorso abituale.

Et da aggiungere anche che rimangono problemi aperti anche do
po la adozione di queat! strumentl coneettuali; tra gli altri,
ricordiamo il problema della categoricitid e quello della compa-
tibilita. Ricordiamo che un sistema di postulati viene chiamato
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"categorico” se ammette soltanto un modello, & meno di iscmor-
fismi, ciod ze tutti modeili {tutti { "contenuti") che si pos-
sono deaignire con il sistema simbolico sono iscmorfi tra loro.
E' atato recentemente dimostrato che l'aritmetica elementare 2
soltanto uno*dei modelli che vengono deseritti dal postulati 4i
Peano. Inoltre, quando si costruisce un sistema di postulati, &
necessario mestrare che esso non contiene contraddizioni. In
mancanza di questo accertamentc & chiarc che il sistema di po-
stulatl pud risultare inconsistente e quindi non permettere la
costruzione di alcuna tecoria valida.

Queste questioni ed altre molto importanti hanno formato og-
getto di ricerche anche recenti, ricerche che hanno condotto
per esesmpio GBdel aji suoi celebri teoremi, che accertano la posg
8ibilitd di costruire delle frasi indecidibili in ogni teoria
abhastanza ricca da poter dominare la aritmetica elementare.



