
DUE LEZIONI SUI ,UNDAMLNTI DELLA MATEMATICA. 
MATHESIS MILANO Nov. 1985. 

I 1 - Il problema dei !ondament~~erra'matematicapuò essere 
compreeo in modo~elailvamente  tacile e chiaro quando venga im­
postato con una visione etorica della evoluzione del pensiero 

scientifico. 
Infatti sl potrebbe osservare che la storia del pensiero ci 

mostra dei periodi di scoperta e dei periodi d1 riflessione, 
sistemazione e criticai e con questo termine "critica" nOn in­
tendiamo sempre un giudizio negativo, come spesso si intende, 

ma semplicemente una riflessione sulle teorie, che conduce ad 
indagare sui loro punti di partenza e sulla validità delle de­
duzioni, 

Se adottiamo questo metodo nei riguardi della matematica, po­
tremo osservare cbe questa scienza ba vissuto una grande crisi 
nel secolo XIX (approssimativamente), questo secolo infatti è 

stato un periodo di grandi scoperte e di fondazioni d1 grandi 
teorie, m. anche di riflessione e di giudizio sui principi e 
sui fondamenti delle teorie stesse. 

Tra le gr~dl  teorie nate nel secolo scorso ricordiamo: la 
geometria proiettiva, la geometria differenziale, la teoria 
delle funzioni di v~iabile  complessa, i germi dell'algebra mo­
derna con la teoria dei gruppi, la wp~ogia,  la meccanica dei 
continui e la meccanica analitica ecc. Insieme con queste gran­
di teorie, che formano una saldissima struttura portante della 
aateaatica tradizionale ed anche di quella moderna, il secolo 
scorso ha visto anche una protonda revisione dei fondamenti del 
la aateaatica. Questa anali8i critica ha aT4to la sua occasione 
nella invenzione delle geometrie non euclidee, ed è stata este­
sa poi anche alle altre branche della ..te~tica,  tino a coin­
volgere anche la logica, cioè gli .truaenti tondamentali che lo 
uomo utilizza per ragionare e per dedurre. f 

Possiamo qUindi iniziare ad eaaainare la crisi della seometrla, 
per estendere poi il nostro studio alla crisi del fondamenti del 
la matematica intera. 
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Potremmo descrivere l'evoluzione (critica) della geometria du­
rante 11 secolo XIX dicendo brevemente che ancora all'epoca del­
la rivoluzione francese la geometria era considerata come una 
dottrina qualificata dai suoi oggetti, dai suoi contenuti; una 
dottrina che diceva delle cose vere d1 qualche cosa che sta al 
d1 fuori d1 noi. Non sl sapeva bene che cosa fosse questo tlqual­

che cosa": ed osserviamo d1 passaggio che Euclide, nei suoi Ele­
menti, non ha mai parlato di "spazio". Tuttavia l'oggetto della 
geometria veniva definito con le parole "spazio geometrico" opp~  

re, "estensione" oppure in altro modo, a seconda delle preferen­

Ze e della concezioni filosofiche dell'autore. 
Ma se esistesse un oggetto, ben determinato, della geo~etria.  

questo oggetto dovrebbe essere il fondamento della coerenza della 
dottina stessa, ed in particolare non potrebbe ammettere delle d01 
trine tra loro contradditorie. Pertanto la situazione che sussist~  

va all'inizio del secolo fu radicalaente fatta crollare dalla inve~  

zione della geometria non euclideaj e eoprattutto dalla costatazi2 

ne che le geometrie non euclidee non presentano contraddizioni in­
terne e quindi sono perfettamente coerenti, ed hanno uno "statua" 
di legittimità logica analogo a quello della geometria tradiziona­
le euclidea. 

Questo fatto costrinse i matematici a cambiare radicalmente il 

modo di concepire la geometria ed il suo significato; e soprattut­
to diede inizio alla anallsl dei fondamenti della geometria e r co­
me conseguenza, anche della intera matematica. Ebbe cosi origine 
la ricerca sui fondamenti della mat.gatica, che condusse alla modeE 
na Wteoria dei fondamenti We alla iaposta8ione della intera dottri­
na con la aetodologia della cosiddetta wassiomaticaw. 

Questa oODsiste nel ricercare uno W'tatua- ide~Le  di sistemazione 
d1 una teoria e della aua esposizione didattica,iD cui vengono ri­
gorosamente enunciati tutti i te~i che designano dei concetti 
fondamentali (. com. tali non detiniti e.plicit&aente ·per genu8 et 
ditt~rentiam·  come prescriTeva la logica claasica); o Tengono enun­
ciat~  esplicitamente le proposizioni che Tengono date .senza dimostr~  

ziano, sarantendo la loro compatibilità. 
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Questa sistemazione si ritrova Anche nell'opera che per pri-· 
ma ra~pre8entò la scienza nella storia dell'uomo: gli Elementi 
di Euclide; anche Qui intatti nol incontriamo delle proposlz1~  

Di che sano date senza dimoatrazione; questa vengono indicate 
con ~Nozlonl  comuni R e poi anche coa. "Postulati". Ma la conc~  

ziono cbe si aVeva 41 queste proposizioni era nel ~en81ero  che 
e88e fossero giustificate dalla loro pretesa nevidenza"; cioè 
dal tatto che esse dicessero qqalche coaa d1 vero su qualche 
cosa cbe aveva una certa esistenza effettiva; e la loro validi 
tà era oonsiderata garantita dalla loro evidenza nel senso che 

si pensava che bastasse considerare 1 termini delle propo9izi~  

n1, e tar ricorso alle esperienze elementari della nostra Yita, 
per accettare la verità delle pr~'ìzioni  stessei verità intesa 
come aderenza degli enunciati ad una realtà avente una certa sua 
concretezza. 

S 2 - La invenzione della geometria non euclidea ha cambiato 
radicalmente questo modo di concepire la geometria; oggi questa 
dottrina viene considerata sotto due aspetti diversi~  il primo 
è quello della geometria che ai potrebbe chiamare sperimentale. 
51 tratta della dottrina che razlonalizza le nostre esperienze 
sull'ambiente tlslco che ci circonda, le noutre osservazioni dei 
fenomeni di trasporto di energia. (raggi dl luce), le nostre ma­
nipolazioni dei corpi, rigidi e Don rigidi. P. Bnriques chiamò 
questo aspetto della geometria n il primo capitolo della fisica"; 
ed intatti della scienza fislco-matem.tica ha tutti gli aspetti 
qualiticant1~  la acbematizzazione, data dalla immaginazione. la 
astrazione che !a considerare soltanto alcuni aspetti della re~  

tà di fronte ad altri. la concettuali~zazione.  che oonduce alla 
formul~zione  precisa del concetto e spesso alla loro 81mbollzza­
zione con i simboli della matematioa. la deduzione rigorosa. 
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Il secondo aspetto della geometria è quello di un sistema 

ipotetico-deàuttlvo (la espressione è di M. Pieri) che defi­
nisce 1 propri concetti in torma 1.pliclta mediante postula­
ti, e che d~duce  le conseguenze d1 questo, giungendo a delle 
proposizioni che sono valide non lD torza dl una aderenza al­
la realtà concreta che ci circonda, ma soltanto in forza del­
la correttezza del procedimento di deduzione. 

Sono di questi tipo anche g11 sviluppi cbe vengono qualifi­
cati con il nome d1 geometria ma che aostanzialmente traggono 
la loro validità dagli strumenti dell'algebra: per esempio la 

geometria. lperapazial.e ,la geometria .l.gebrica ed al tri numer~  

si. In questo ambito si potrebbe dire che la geometria forni­
sce soltanto il linguaggio e certe suggestioni della immagin~  

ziono, ma non gli strumenti di conoscenza e di deduzione. 

Tuttavia non si può dire che non sussistano legami tra l'u­
no e l'altro aspetto della geometria: infatti è ben verQ che i 

postulati da cui parte la geometria nel sonso astratto e ipo­
tetico-d.auttivo Bono del tutto arbitrari, e soltanto soggetti 

ad essere nOn contradditori tra loro; ma abitualmente tali po­
stulati 80no suggeriti da esperienze sul mondo esterno, da lo­
ro generalizzazioni, ottenute con la logica e suggerit~ dalla 

fantasia creatrice del ricercatore. 
D'altra parte, nel caso della geometria nel primo senso, co­

me primo capitolo della tisica, la 4itterenza tra la concezio­
ne moderna e quella classica è data dal tatto che in quest'ul­
tima 1 postulati erano considerati come proposizioni che enun­
ciano delle verità incontestablli ed evidenti; mentre in una 

concezione più moderna 1 punti di partenza della costruziOne 

geometrica Bono considerati soltanto come suggeriti e non im­
posti perentoriamente dalla osservazione della realtà esterio­

re. 
!TViene così della geometria ciò che H. Poincarè diceva di 

ogni teoria tisico matematica; cbe cioè non abbia senso pen8~  

re una teoria ~era  o talsa, ma che di una teoria ai poss~  

aolo dire che à più o meno adeguata a deecriyere la realtà,e~  

tro determinati liait1 d1 approasiaazlone, e per certi scopi, 

pratici o teorici. 
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Per chi~rire  il nostro pensiero pensiamo che valga la simili­
tudine che 11 problema della rappresentazione di una regione deh 
la Terra: sappiamo bene che con un togll0 piano non si può rive­
stire la sfera ma tuttavia utilizziamo la carta topografiea per 
rappresentare delle regioni abbastanza ri.tretto della superfi­
cie terrestre, ben consci di commettere degli errori ln assolu­
to, ma consci anche del fatto che gli errori che si commettono 
possono essere poco importanti per g11 scopi teorici e pratici, 
che si vogliono di volta ln volta conseguire. 

S 3 - La nuova visione della geometria che è scaturita dalla in­

venzione delle geometrie non-euclidee cbe cambiato anche la vi­

sione che si aveva degli altri capitoli della matematica, come 
vedremo. Ha prima di affrontare questi capitoli verremmo ancora 
ricordare che la revisione dei fondamenti della geometria che è 

atata fatta con le geometrie non-euclidee non è la Bola che ~ia  

avvenuta. Per comprendere il significato globale della crisi Vi! 
suta dalla geo~etria  nel secolo XIX è forse utile riflettere sul 
posto che la fantasia prende nella costruzione degli oggetti su 
cui si esercita la riflessione della geometria. 

Una prima oDaervazione che sl pub [are porta a concludere che 
gii la questione secolare della geometria non euclidea e del po­
stulato euclideo della parallela ha la sua radice nella interpr~  

tazlone poco rigorosa del ruolo della fantasia nella costruzione 
della geometria. 

In_tatti il postulato euclid.o, nella sua tormulazione origina­
ria ed anche nei tentatiTi dl dimostrazione che spesso si aono 
succeduti nel aecoli, ha sostanzlalmente il ruolo di una atferma­
sione di eaistenza d1 un punto di tntereezione di due rette, quan 
40 8i sia controllato ciò che avviene 1» una regione 4ello spazio 
che è sotto 11 nostro controllo. Bella formulazione euclidea tale 
postulato, con tera1ni moderni potrebbe eSBere enunciato dicendo 
che: se due rette a e ad 1ntere.cate da una trasversale t, forma­
no da una parte d1 questa due angoli interni ohe hanno una somma 
diversa da due retti, le rette sl incontrano e preolaamente da 
quella parte, rispetto alla trasversale, da cui la somma è minore 
d1 due retti. 
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Or. è tacile osservare che il controllo del fatto ch~  la somma 

degli angoli interni è diversa da due retti è una osservazione 

che può essere fatta, perchè è nel ca.pe dello sperimentatare; ma 
la atter.azlone 401 postulato precisa cbe 11 punto di intersezio­
n•••1ate, 8eDza dire dOTe: potrebbe 8aBere loataniasiao! 

El proprio 1n questo pensiamo che vi sia l'intervento della fa~  

tasia a propoeitc dell'enunciato, perchè questo enuncia una estr~  

polazione fantastica di ciò che può esaere verificato direttamente 
ed è alla portata dell'osservatore, a distanza invece che, ln 11­
nea di principio, non possono essere accessibili. 

Penai.ao che bastino queste poche osservazioni per confermare 
che la geo.etria ci si presenta sl come una dottrina che raziona­
lizza le nostre esperienze Bui corpi e sull'ambiente che ci cir­
conda, aa che trae la origine degli enti che studia anche da una 
elaborazione fantastica di questlesperienze, come vedre.o meglio 
in soguito, parlando a propostito delle questioni riguardanti 
quelliente che viene chiamato abltualaente "continuo geometricou • 

Analoghe o88ervazioni potrebbero essere toraulate a proposito 
delle propoaLzioni che turono spesso ~unciate  per sostituire la 
proposizioni euclidea sulla parallela; per esempio la proposizio­
ne di J. Wallie 11 qualI propose di, postulare che, data una figu­

ra, eal.te certo un'altra tigura cbe è aiaile alla prima ed 6 co­
aunQu. grand., trae pure la sua origine psicologica dalla immagi­
nazione. che è portata a rappresentara1 una figura comunque gran­
de, anche .euza che la esperienza abbia contortato questa immagi­
no. 

S1 noti che 1n questo ao..nto non atiaao cercando di bandire o­
gni lnterTeAto della i.mag1nazlone nella geoaetria, ed in genera­
le nella coetruzlone d1 una teorla scient1tlca. o in particolare 
di una teoria ..te..tlca. Il nostro .copo è aoltanto quello d1 di 
stinguere 11 ruolo della 1mmagin&s1one da que~lo  della concettua­
lizzazione • della deduzione rigorosa. anche ee la i-.ag1na~ione  

è - a nostro parere- necessaria per la ideazione 41 una teoria e 
per la soluzione dl problemi. 
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Pert~nto  le apparenti contraddizioni e le situazioni paradossa­
li, che si sono presentate Del .o.ento della costruzione delle v~  

rle geo.etrle non-euclidee, P0980~O  essere superate tenendo conto 

del tatto cbe ciascuna di eese non è fondata solamente sulla o8se~  

Taziona d1 ~attl r181cl, ma che 81 ~onda  su queste osservazioni e su 

estrapolazioni eseguite dalla fantasia i la quale co.pie 11 suo CO~  

plto legittimo di completamento della esperienza, ma non può pre­
tendere ~la  certezza ~ssoluta.  Quindi, dal punto di vista della 
interpretazione fisica e della geometria intesa come primo capito­
lo della f1s1e6, non vi è contraddizione nà paradoBBo nella possi­
bi! i tà di de seri vere la stessa real tà· aa teriale e fisica con teo­

rie tra loro contradditorie. 
E' opportuno inoltre ricordare che la realtà materiale e fisica 

è seapre rappresentata e "c odificata'l ,con la medh.zlone di opera­
tioni di lIl.isura o altre, le quali auettono ovviamente in ogni c,!. 
so dei margini di errore, senza che llesperimento possa discrimi­
nare tra una oppure un1altra interpretazione delle misure, che non 
hanno .al e non possono avere una precialone assoluta. 

Per quanto riguarda poi le varie leo.etrie concepite cOle siste­
ai ipotetico-deduttivi, allora la coerenza è obbligatoria soltanto 
per quanto ri~da  gli enunciati, senza ehe sl possa pretendere 
una aderenza assoluta con la realtà fisica materiale. 

~l.portanza  delle considerazioni sUlla tantasia che abbiamo avol 
to si renderà ancora più evidente 4alla analisi che taremo subito 
sui probleai del continuo geometrico e dell'infinito, che hanno pr~  

vocato ri!le~sionl  e discussioni aeco~ari. 

• 4 - Il problema del signi!icato 8 della natura del continuo 880­
amtrlco è uno dei problemi 10gic1 più anticbi ed ha tatto .editare 
e ricercare .atematici e !ilesoti durante 1 seColi. InTero sl tro­
yano tracce di questo prQblema presso la f110so/ia eleatica: pare 
inrattl che 1 ~a.o8i  paradossi d.l aato, • dl Achille 8i possano iA 
terpretara COGB originati dalla discuasione sulla natura del conti­
nuo «eo.atrico; e del resto il t.or~.aa  di Pltagora porta come c~ 

oeguenza la esistenza di coppie di erandezze inc~"~8urabili  tra l~  

ro, co~e  11 lato e la. dla.gonale 4i un .ed8ell10 quadrato; e questa 
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i~o~(nsurabl1ità  porta come conseguenza la non esistenza di una 
particella elementare di quell'ente misterioso che potrebbe e5­
sere indicato CO~  lo ·spazio geometrico". 

Ci pare anche abbastanza sostenibile la opinione secondo la 
qUAle la 1Da&in. del continuo geollBlrlco ~  alla base della ori 

gine del calcolo inflnlte81J1a1e; sappluo anche che tra i gran­

di fondatori di ~ue8ta  branca oggi fonda.mentale della matemati­

ca 1nturi~ono  le dispute sulla natur~  del continuo. La opera­
zione di calcolo del "l'apporto tra grandezze evanescenti" (os­

sia che tendono allo zero) costituisce uno dei momenti fondameu 
tali del calcolo della derivata d1 una funzione data. nel pen­

siero d1 I. Newton; presso Lelbnitz invece tale rapporto era CO~  

capito come 88 fosse il rapporto tra due ~lndlY181bl11H,  che 
aTrebbero realizzato quel concetto di "eleaento di apazio" che 
il teorema 4i Pitagora aveva dimostrato inesistente. 

lnaloghe conBidera~lonl,  ed oscillazioni d1 opinioni, e di~p~ 

te, 81 rinnOTaJ:ono a proposito del concetto d1 "1ndlvisibile" 
che B. Cavalieri pose alla base del nascente calcolo dell1inte­
grale di ~  funzione e che turono utilizzati anche da B. Pascal, 
con precauzioni esplicitamente enunciate, che ne tacevano solt~  

to uno struaento euristico; posizione psicologica e concettuale 
analoga a quella che poi s1 scopri 8Boere stata adottata anche da 
~rchi.ede,  nelle sue op~re  geniali piene di inventiva e d1 riga­
r •• 
Parall.l~ente  al concetto intuitivo di continuo geometrico, la 

analisi matematica adottò anche lungamente il concetto intuitivo di 
funzione continua. 

Sull t i.-acinazlone delle proprietà tondaaenta1i di queste fun­
ZiODi aono fondate le basi dell'analisi .atematica classicai ed 
• qu••to propoaito ricordiamo che la prlaa co~truzione  che Euoli 
4e ••pone nel I libro degli ele.enti richiede la esistenza della 
intera.siona di due circonferenze una delle quali ha un punto 
tnt.ma ed. uno esterno al1 'altra. Behtenza che non 'fa parte dei 
poatulat1 enunciati 8 che quindi dovrebbe 18sere in qualche modo 
acoortata, O con una di.ostrazione o con un poetulato. 
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Analoghe considerazioni potrebbero easere svolte a proposito 
delle di.ostrazioni classiche, che presumevano d1 dare come "1~ 

tultlva" la esistenza di un valore nullo per una funzione conti 
nua ch. prendesse valori d1 Begno diverso negli estremi d1 un 
1nter-ral10. 

Gli aspetti escur1 d1 queste questioni turano chiariti 801t~  

to dopo che fu costrutto ln modo rigoroso 11 campo dei numeri 
reali e tu enunciato in modo esplicito un postulato che codifi­
casse la continuità della retta, proprietà che fu poi estesa 
con rigorosi ragionamenti anche a~le  altre figure d1 cui sl oc­
cupa la geometria elementare. 

Prima di questa costruzione rigorosa, la proprietà di conti­
nuità della retta (ed anche della aaterla presso qualche autore) 
erano enunciate semplicemente con la esigenza che una grandezza 
che passa da un valore ad un altro prende tutti i valori inter­
aedi. Ma questo enunciato (ed altri analoghi) non risolvono il 
probleaa della esìstenza delle grandezze p~e8e  in considerazio­
ne. Per pote~  capire bene il significato di Questa critica 81 

consideri il ragionamento che è stato fatto talvolta e che rigua~  

da la esistenza del lato dal quadrato la cui area fosse uguale a 
due Tolte l'area del Quadrato di lato 1: qualcuno ha talvolta ar­
gomentato che, Iacondo crescere il lato del quadrato da 1 a 2 la 
sua area passa da l a 4. Quindi - 8i argo~enta  - esisterà un va­
lore del lato che fa assumere all'area il Talore intermedio 2. 
Questa argomentazione ignora 11 fatto che proprio la esistenza 
di tal. valore ~  in questione, co.e si Terifica direttamente i.­
aaginando che i lati dei quadrati possano assumer. soltanto Tal~  

rl co.meuaurabl1i con quello sc.lto coae unità di a1sura. InTero 
l'o««etto del postulato di continuità è proprio la .sistensa di 
un punto Bulla retta che realizza il lato del quadrato che si ceE 
caj 8 la costruzione del campo reale conduce alla determinazione 
di un si.bolo che corrispande a tale segmento. 

Si potrebbe quindi dire che le di~tlcoltà  logiche e psicologi­
che, ri«U&rdano la costruzione del ca.po reale, e quelle che ri­
guardano 11 chiari.ento del conc.tto d1 continuo geomatrico BaDO 

stretta.ente collegate. 
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• 5 - Pare a noi che 11 fondamento psicologico e logico del­

le 41ttlcoltàlbaal1ari del concetto d1 numero reale consista
 
nel fatto che necessariamente, per la coatru~lone  di un nume­

ro reale, .1 cade nella utilizzazione d1 un insleme di 10tio!
 
ti nuaerl razionali. Pertanto le dlttlcolt~  del concetto d1 n~
 

.ero reale 81 ~ntrecclano cOn le difficoltà riguardanti gli
 
ln81••1 di infiniti elementi, e quindi con 1 problemi logici
 
relativi.
 

Come è noto, tino _all'inizio del contatto con la matematica, 
11 discente si trova di fronte ad un lnsleme infinito: quella dei 

numeri interi naturali; ma questo insleme gli si presenta solo 

coa. potenzialmente infinito, nel sen80 che gli prende subito CE 
scienza del ratto che non esiste il aa8s1ao intero naturale, e 
che e«li, dato che eia un numero, può sempre immaginare di co­
struirne un altro maggiore, aggiungendo una unità. 

Abbiamo sottolineato 11 verbo "immaginare", perche ci pare che 
la distinzione tra ragionamento ed iamaginazione sia, anche in 
questo campo. molto importante. Per capirlo, ei pen5i alla dimo­
strazione classica che Euclide dà della esistenza di infiniti n~  

aeri primi. Ovviamente in queeto caio la iaaaginazione non ha mol 
ta importanza, perchè appare di!ticile ia-aginare la operazione 
che ci conduce da un primo al successivo. Quindi Questa dimostra­
zione è fondata essenzialmente sul raglonaaento, .entre la c08tr~  
ziene del successivo 4i un intero è spesso lasciata alla immagin~  

ziooe, cc.e sl ~  detto. 
Questa iamaginata ripetizione di una determinata opera~lone  è 

probabllaente anche al tondo delle trattazioni che riguardano gli 
algorit~  in!initi dell'analisi ..tematica; successioni, serie, 
prodotti infiniti, ~razioni  continue in~inlte  ecc. !nalogaDen~e  

penliaao che siano da attribUirsi alla i.-a«inazione i punti o­
scuri delle trattazioni classiche; per es••pio 1 paradossl ri ­
guardanti le aerie, para4os8i che VeD&OnO oTTiaaente superati 
quando el paesi ad una dettnizione rigoroea, senza accontentar­
s! della frase -somma d1 infiniti t.ra1ni-. COSt anal0&he ei p~  

trebbera ancora dlre a proposito del concetto di intesrale, che 
Vlnne spesso descritto pure coae -somma dl infiniti termini in­

fintesiml". ma cbe divenne riscroso quando tu de~inito  con pre­
cisione. indipendentemente dalla l~1nazione.  Infine, cose a­

.nalgobe s1 potrebbero dire del OODc,tto di ·curva" che ha un 
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fondamento nella nostra esperienza, viene elaborata dalla nostra 
immaginazione, ma che tu definita rigorosamente soltanto dopo 
gli esempi critici portati da'V. Xoch, Peano, Hilbert ecc. 

POBsla.o dire anche che molte delle discussioni Bui paradosBi 
logici e aalte delle polemicbe Bull'intuizioni.aa (pro e contro) 
e sul co61ddetto poatulato di Zermelo, e sulle teorie zermella­
ne o non zeraellane degli insiemi, pOssono sssere attribuite al­

la confusione tra la tentazione d1 dare come eeietenti delle co­

se che aono aoltanto immaginate.in qualche modo, oppure di prete~  

dere che gli insiemi di cui sl parla elano rigorosamente definiti 
con strumenti della logica; ed - aggiungiamo noi - con un numero 
finito d1 simboli linguietici, senza affidarai a frasi come " ••. 
e così via" o analoghe, che tanno appello alla immaginazione ma 
non alla lo«ica. 

Un caso tipico di Questa analisi lo«ic& fu incontrato, come si 
è detto, con la analisi rigorosa del primo concetto matematico 
che il giovane incontra: Quello di numero intero naturale. 

Intatti, a ben guardare, le proprietà fondamentali dei numeri 
e delle loro operazioni non sono mai dimostrate rigorosamente nel 
corsi elementari di aritmetica: si danno delle regole e degli e~  

nuociati, si verificano in un certo numero di casi, e poi si la­
scia alla immaginazione la estensione ad un numero qualunque. 

E' Possibile dire che la legge di induzione ~  uno dei tondame~  
ti della &atematica; ma l'analisi della natura e del fondamento 
dl tale legge non è semplice; essa ha formato oggetto di discus­
sioni che sl sono svolte all'inizio d1 questo s8colo ed alle qU! 
11 banno partecipato scienziati di altissima fama, come per es. 
H. Polncarè. 

Inoltre 11 concetto éteBBo di numero intero naturale ~  ditti ­
cilissimo da detinire in termini espliciti, perchè -ritenlaao­
le operazioni concrete che vi conducono, ed i concetti che si 
tra««ono da queste operazioni eono tal.ente ee.pilei ed elemen­
tar! che sarebbe difficile immaginarne altri a livello di maggi~  

re semplicità. 
Questi problemi log1ci Bono stati in qualobe ~Bura  appianati
 

(ee non coapletamente risolti) quando Bi ~ acquisita la coovin­
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zione del fatto che non è possibile definire esplicitamente tutti 
i concetti di'cui tratta una teoria: e che - di conseguenza - è 

necessario rlçorrere alle definizioni estensive ("per additamen­
tum" dicevano i logici medioevali) per S11 oggotti materiali, o 
alle definilioni per poatulatl nel caao d1 concetti generali. 

OsservazionI che el trovano per e8. 10 B. Pascal (De l'esprit 
séométrique et de llart de persuader) ma che occorre richiamare 
esplicitamente perchè la tentazione di dare delle deflnizoni che 
sono prive d1 senso o sl riducono a circoli viziosi è sempre mal 
to torte, soprattutto nei compilatori di testi di scuola. 

Xel caso del numero naturale il problema fu rieolto da G. Peano 
con 1 auoi celebri postulati, con 1 quali es11 caratterl~~a  tre 
concetti: un insieme in~inito  (quello dei numeri) un elemento di 
quelto insieme (lo zero) ed una operazione logica su elemnti di 
questo insieme (la operazione "successivo di. •• 11). 

La leg!e di induzione viene enunciata da Peano nei suoi postu­
lati e quindi diventa costituitlva del concetto di numero natur~  

le. BI cos1 superato il problema logico della sua giustificazio­
ne o ~im~str.zione,  anche se rimane sempre il problema della &n! 
li81 della sua radice psicologica. 

Pertanto Peano riesce, con un numero finito di Simboli, a dare 
una le&ge che domina le ripetizioni indefinite di certe operazi2 
Di ~ogicbe ; quindi si potrebbe dire che Peano tormula Ln aodo 
rl~orosoJ  nel campo delliaritmetica quello che prima di lui era 
lasciato alla immaginazione della pretesa "ripetizione indefini­
ta" di certe operazioni materiali o logiche. 

Nello stesso spirito Psano criticò anche certe dimostrazioni 
della analisi matematica che erano fondate sulla immaginata pos­
sibilità 41 eseguire infinite scelte arbttrarie in insiemi infi­
niti. Si potrebbe quindi dire cbe llopera e soprattutto lo spiri 
to di P.ano introdus8ero il rigore nella aritaetica e fecero, in 
questo c..po, ciò che era stato tatto nel cRapa della ~eometria  

cou la diaoetrazione della compatibilità 10&10& delle !eometrte 
non euclidee e quindi con l'acoerta-ento della impos8ibilità di 
concepire la ~.ogetria  seoondo lo ache.. Cl&8Sico abituale. 
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$ 6 - Ricordiamo infine che Peano tu strenuo assertore della 
necessità di trovare un simbolisuo rl«oroeo per la logica, per 
evitare le insidie del linguaggio comune, insidie in cui si c~  

de spesso quando 81 utilizzano gli 8truaentl espressivi che 8~  

no torni ti dal linguaggio comune. 
In ciò egli portò molto avanti 11 c&mmlno lungo una strada 

che «ià era stata imboccata la Leibnite e che venne percorsa 
nel secolo XIX da Boole e da altri. 

Invero 11 linguaggio oomune ha vari compiti, oltre a quello 
di comunicare dei concetti: infatti di eBBO nai ci serviamo per 
trasmettere per esempio dei comandi o degli stati d'animo e 
delle emozioni. Inoltre il significato di un termine del lin­
guaggio comune è abitualmente precisato soltanto dal contesto 
in cui il termine è inserito. 

Invece la introduzione di simboli artifioiali per indicare i 

concetti permette di raggiungere una designazione ~ivoca  di 
questi, e di ridurre la operazione di deduzione ad una trasfoE 
saziane di formule, analoga ad un calcolo. Si potrebbe dun~ue  

dire che Peano ha fatto, nel campo della lo«ica, ciò che era 
etato f~tto  con la introduzione delle cifre arabo-indiane nel 
campo delltaritmetjca e dei simboli algebrici nel campo della 
algebra. 

Occorre tuttavia osservare che, analo«a.ente a quanto avvie­
ne per l l arltmetica e per l'alge~ra,  questi linguaggi non sono 
completamente indipendenti da un contesto, che è nece8aariame~ 

te dato dal linguaggio comune; infatti i simboli numerioi ed 
algebrici debbano essere spiegati, nel loro significato, con il 
linguagsio comune • Ma il loro si«nlficato rimane preoisato una 
volta per tutte, e non varia da frase & frase, come avviene in­

vece con il discorso abituale. 
E I da ag«iungere anche che riaan«ono problemi aperti anche d.Q. 

pa la adozione di questi strumenti cohaettua11; tra gli altri, 
ricordiamo il problema ~ella  catesorlcità e quello della compa­
tibilità. Ricordiamo che un sistema di postulati viene chiamato 
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·categorico'" se ammette soltanto un modello, a menO di lsomor­
fi.smi t cioè ,ae tutti modelli (tutti i "contenutP) che si pos­

sono designare cOn 11 sistema simbolico sono isomorrl tra loro. 
El stato recentemente dimostrato che llar1t.etlca elementare ~  

soltanto un~del  modelli che vengono descritti dai poatulati di 
Peano. Inoltre, quando si costruisce un sistema di postulati, è 
necessario mostrare che esso non contiene contraddizioni. In 
mancanza di questo accertamento è chiaro che il sistema di po­
stulati può risultare inconsistente e quindi non permettere la 

costruzione di alcuna teoria valida. 
Queste questioni cd altre molto importanti hanno formato og­

getto di ricerche anche recenti, ricerche che hanno condotto 
per eeempio G~del  ai suoi celebri teore~i,  che accertano la po~  

sibilità di costruire delle frasi indeciòìbili in ogni teoria 
abbast&nza ricca da poter dominare la aritmetica elementare. 


